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l Cours - Séquence n° 14 - COMBINATOIRE ET DENOMBREMENT ll

I- ENSEMBLES FINIS

cardina]. o

Exemples

1. E={a;b;c}estunensemble fini a 3 éléments.
2. Les lettres du mot MATHEMATIQUES sont prises dans un ensemble fini contenant 9 éléments :
{M;A;T;H;E;1;Q;U;S).
3. Les nombres 421 et 142 sont formés par des chiffres appartenant a 'ensemble fini a 3 éléments : {1;2;4}.
4. Les ensembles N, Z, Q et R ne sont pas des ensembles finis car chacun contient une infinité d'éléments.
Remarques

Pour lister un ensemble d’éléments isolés les uns des autres, on utilise des accolades. -
L’ensemble qui ne contlent aucun élément s appelle I'ensemble vide et se note @. On af

1. L'ensemble F = {a ; b} est inclus dans I'ensemble E = {a ; b ; c}. F est une partie de E.
2. SiA={1;2;3;4;5}etB={2;5;6;7},alorsAUB={1;2;3;4;5;6;7}etANB={2;5}.
emar

1. Deux ensembles A et B dont I'intersection est vide sont dits(@is oints et on écrit ANB = 0.

2. Une partie a 1 élément s’appelle un

et une partie a deux éléments s'appelle uneg

margue (n ion 1

Pour toutes parties A et B de E : Card(AUB) = Card(A) + Card(B) - Card(ANB).
En effet, AUB est la réunion des ensembles disjoints A_et B
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Exemple

Dans une classe de 25 éléves, 15 éleves s’inscrivent a l'atelier théatre, 8 éléves s'inscrivent a I'atelier musique et 4
éléves s’inscrivent a ces deux ateliers.
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N

1. Schématiser la situation a I'aide d’'un diagramme de Venn.
2. Déterminer le nombre d’'éléves s’inscrivant dans au moins 'un des deux ateliers.
3. Combien d’éléves ne s’inscrivent ni a I'atelier théatre ni a 'atelier musique ?
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Définition
Soit E et F deux ensembles.
Lejproduit cartésiefl des ensembles E et F, noté E X F, est I'ensemble des couples (x ; ¥) ol x est un élément de E et

y est un élément de F.

Exemple
SIE={a;b}etF={1;2;3},alorsExF={(a;1);(a;2);(a;3) (b:1);(5;2);(b;3)}.
éeut uuus;n;ableauadfge enM E pl 1 2 3
! @] @2 | @3)
Par contre, F X E={(1;a); (1;b); (2;a); (2;b);(3;a);3;b)}. ) Gl U

En effet, un tableau avec m lignes et n colonnes contient mn cases.

Exemple

On dispose d'un jeu de cartes habituel.

E est I'ensemble des valeurs des cartes : E={as;2;3;...;9; 10; valet ; dame; roi}.

F est I'ensemble des couleurs des cartes : F = {coeur ; carreau ; tréfle ; pique }.

Chaque carte du jeu est un élément du produit cartésien E X F. Par exemple I'as de cceur est le couple (as ; ceeur).
Le nombre de cartes de ce jeu est donc le nombre d’éléments de £.%.F.. . '
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Soxt Eun ensemble etk un nombre entier naturel non nul.
1. On appellelinik ~ ste)'
confondus.

i€ de k éléments de E, distincts ou

Un k-uplet s'écrit avec des parentheses.

Un 2-uplet est un couple ; un 3-uplet s’appelle un triplet.
Dans un k-uplet, I'ordre a de I'importance: (x ; y) # (¥ ; x).
Les éléments des k-uplets peuvent étre identiques : (x ; x).

Exemple

Soit E = {a ;b ; c} un ensemble fini & 3 éléments.
(a;b;c);(a;b;a);(b;a;c); (c;a;b) sontdes triplets différents de E3.
AT'aide d'un arbre, lister tous les triplets de E3.
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II- NOMBRE D’ELEMENTS DE E¥ ET NOMBRE DE PARTIES D’'UN ENSEMBLE
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Exemple 2

E estI'ensemble des lettres de I'alphabet frangais (sans tenir compte de I'accentuation).

Un mot de cing lettres est une succession de cinq lettres de I'alphabet (les répétitions sont possibles).
1. Donner un exemple de 5-uplet d’éléments de E. '
2. Combien de mots de cinq lettres, ayant un sens ou non, peut-on écrire a partir de l’alphabet ?
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1t E un énsemble.
On appell ties de B'l'ensemble formé de toutes les parties de E, c’est-3-dire de tous les sous-
ensembles possibles de E. On le note “/(E).

TP Y P s
rues ¢

Remarque

L'ensemble vide @ est une partie 0 élément de tout ensemble.

Exemple 1

Soit E = {a ;b ; c} est un ensemble a trois éléments. Les parties de E sont les ensembles 3 :
- 0élément: @
- 1élément:{a}, {b},{c}
- 2éléments:{a;b},{a;c},{b;c}
- 3éléments:{a;b;c}

DoncEa .§ . parties et &(E) = {ﬁfi“},{bgaécg.‘{‘\ab);/.i“.«c?s,{b,“},.{“, .iz,‘..c%}

--------------------------------------------------------------------

--------------------------------------------------------------------------------------------
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Exemple 1 e 3

Dans I'exemple de la page précédente, E={a;b;c}. n= 3. etdoncE posséde z.=7. parties.

Exemple 2

Combien de mots différents de cing lettres prises dans I'alphabet {A ; B} peut-on écrire ?

> 1¥~méthode: avecle nombre de k-uplets d'un ensemble
Chague mot de 5 lettres prises dans {A ; B} est un 5-uplet de {A ; B}. . 5
Or, le nombre de 5-uplets d’un ensemble a deux éléments avecn = .&. etk = Sest:n.=5"= 32

< e avec ie nomore ae [
Chaque mot de 5 lettres prises dans {A ; B} est un 5-uplet de {A ; B}.
On introduit un ensemble fini E = {x; ;x5 ;X3 ;x4 ; x5} et on va associer chaque mot a une partie de E.
On convient que la présence d'un A (resp. B) en i-éme position dans le 5-uplet signifie la présence (resp. I'absence)
de x; dans la partie de E correspondanteavec1 < i < 5. :
Par exemple, lemot (A ; B; B; A ; B) correspond a la partie {x, ; x,} de E ou encore la partie {x2; x43 x5} correspond
aumot (B; A; B; A; A). Ainsi, chaque mot est modélisé par une partie de E. - <
Le nombre de mots différents de 5 lettres est donc le nombre de partiesde Eoun = S.icest2.=2.= 3L

Exemple 3 :
Un site posséde dix produits 2 la vente. Le client peut mettre dans son panier au plus un article de chaque produit.
Déterminer le nombre de paniers différents que le client peut réaliser.
» 1%reméth : ] » parties d’'un ensemble
L'ensemble des 10 produits est E= {P; ; P; ; ...; Pyo}. Un panier est modélisé par une partie de E.
Le nombre de paniers différents que le client peut réaliser est donc le nombre de partiesde E: c'est ...... = e

AVEeC 1€ Nomore a¢

> 2&me méthode : avecle nombre de k-uplets d'un ensemble
Réaliser un panier revient a se demander pour chaque produit si on le prend (1) ou si on ne le prend pas (0).
Par exemple, le panier modélisé par le 10-uplet (1;0;0;1;0;0;0;0;1;0) représente la partie {P; ; Py ; Po}.
Le nombre de paniers différents que le client peut réaliser est donc le nombre de 10-uplets que I'on peut‘fabriquer
a partir de I'ensemble {0 ; 1}. Icin = ...... etk = ....., donc le nombre de paniers est: ... = ...

Remargque (lien entre parties d'un ensemble & n éléments et n-uplets de {0 ;1})

Soit E = {x; ; X3 ; ...; X»} est un ensemble fini a n éléments oun € N. V R - 5
‘A chaque partie de E, correspond un unique n-uplet de {0; 1}. En effet : l<o . -
1 N
- six, appartienta la partie, alors on affecte 1 en 1% position du n-uplet et 0 sinon ; 0 < Vs
9

- six, appartient a la partie, alors on affecte 1 en 2 position du n-uplet et 0 sinon ;

- etainsi de suite jusqu'a x, et la n®me position du n-uplet. : Ly <
Par exemple : ¢ < :

- len-uplet (1;0;1;0;....; 0) correspond a la partie {x; ; x}; : :

- len-uplet(0;0;0; ....; 0) correspond a la partie @...

Ainsi, il y a autant de parties de 'ensemble E que de n-uplet de I'ensemble {0 ; 1}, C'est-a-dire 2™.
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